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Capítulo 4MagnetostátiaRelembrando as equações de Maxwell
~∇. ~E =

1

ǫ0
ρ , ~∇. ~B = 0,

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
e ~∇× ~B = µ0

~J + µ0ǫ
∂ ~E

∂t
, (4.0.1)vemos que em situações estátias a fonte do ampo magnétio é a densidade de orrente, ~J(~r).O signi�ado de ~J é �uxo de arga por unidade de área. ssima a orrente que atravessa umasuperfíie S é dada por

I =

∫

S

~J.d~a.Daí se tira que se uma distribuição ontínua de argas apresenta densidade ρ(~r) e um ampo develoidades, a veloidade média em ada ponto do espaço, ~v(~r), a densidade de orrentes será
~J(~r) = ρ(~r)~v(~r). (4.0.2)Para uma arga pontual no ponto ~r0 om veloidade ~V0 a orrente será então
~J = qδ(~r − ~r0)~V0,e para uma oleção de argas

~J =
∑

α

qαδ(~r − ~rα)~Vα.Veja que troando a oleção disreta por um ontínuo de argas se volta à equação 4.0.2.Como se desreve a densidade deorrente assoiada a um �o ondutor de orrentes? Troque adistribuição disreta por uma distribuição linear de argas e obtenha
~J(~r) =

∫
dlλ(l)δ(~r − ~r′(l))~V (l).1



Às vezes se preisa de desrever o �uxo de arga ao longo de uma superfíie, ~K = σ~V , e nãoao longo de um �o. Supomos aqui que uma densidade super�ial de argas σ �ui ao longo dasuperfíie om veloidades ~V . O diionário para troar densidade volumétria de orrente pordensidade super�ial de orrente é
∫
dV ~J ↔

∫
da ~K ↔

∫
daσ~V ,O signi�ado físio das densidades de orrente �a expliitado ao se realizar a integral desuperfíie ou de linha das orrentes volumétria ou super�ial. A quantidade de arga por unidadede tempo que atravessa uma superfíie S devido a um �uxo volumétrio de orrentes é dada por

dQ

dt
=

∫

S

~J.~n da,onde ~n é o vetor unitário ortogonal à superfíie S. Do mesmo modo, uma orrente super�ialde�nida numa superfíie S leva ao oneito de �uxo de arga através de um aminho C de�nidona superfíie S
dQ

dt
=

∫

C

~K.~n dl,onde ~n é um vetor unitário ontido na superfíie S e ortogonal à urva C.Falta um oneito importante: a noção de ontinuidade de argas. É uma lei da natureza,não falseada até agora por nenhum experimento, que a arga se onserva. No que diz respeitoà densidade de orrente a onservação se obtém da expressão alternativa da taxa de variação daarga em um volume, em termos da orrente que sai pela superfíie da borda do volume, e emtermos da taxa de variação no tempo da densidade de argas, ufa!:
∫

V

d3r
∂ρ

∂t
=
dQV

dt
= −

∫

δV

~J.d~a = −
∫

V

~∇. ~Jd3r,onde usamos o teorema da divergênia. Obtemos então que a lei de onservação se expressa
~∇. ~J = − ∂

∂t
ρ.Desa�o: Tome para uma partíula se movendo de aordo om ~r0(t), ρ(~r) = qδ(~r − ~r0(t)) e

~J(~r) = qδ(~r − ~r0(t))
d~r0(t)
dt

e veri�que a validade da equação aima.Esta equação é fundamental para a onsistênia das equações de Maxwell. Voê é onvi-dado, talvez inentivado, induzido, intimado, a veri�ar que ela pode ser derivada das equações deMaxwell. No nosso aso, estaremos interessados em situações estátias. Elas se araterizam por
J depender, possivelmente do espaço, mas não do tempo. Nesses asos se obtém

~∇. ~J = 0.4.1 Equações básias da magnetostátiaVamos lidar om ampos que não dependem do tempo e om orrentes que também não dependem.Nesse aso as equações do ampo elétrio e do ampo magnétio se desaoplam. A únia relação2



entre elas permanee na inter-relação entre as fontes, a de�nição da orrente em temos de argas(Deson�o que mesmo isso tem de ser relaxado, no aso de spin). Queremos resolver as equações
~∇. ~B = 0 e ~∇× ~B = µ0

~J. (4.1.3)A última delas é a lei de Ampére, om µ0 a permeabilidade do váuo. Note que ~∇. ~J = 0 éneessária.Bem, omo no aso da eletrostátia, o teorema de Helmhotz resolve a questão:
~B = ~∇× ~A, (4.1.4)om

~A(~r) =
µ0

4π

∫
d3r′

~J(~r′)

|~r − ~r′| . (4.1.5)O potenial vetor, ~A(~r), exere na magnetostátia papel análogo ao de φ(~r) na eletrostátia.Paree que alegar analogia entre ~A e φ é otimismo exaerbado. A�nal por que preisamos de3 omponentes do potenial vetorial e somente uma grandeza no aso do potenial esalar parade�nir, em ambos os asos, ampos, magnétio ou elétrio, que tem 3 omponentes ada? Asfontes para os ampos são vetoriais a esalares, respetivamente. Mas, a analogia entre o potenialvetor e o potenial esalar se manifesta na liberdade de gauge. Rede�nir o potenial esalar peloarésimo de uma onstante, φ′ = φ + c, nada muda da físia. O ampo elétrio é o mesmo.Utilizamos, inlusive, essa liberdade para alular o potenial produzido por uma linha de argasin�nita, esolhendo o zero do potenial em uma distânia �nita. Da mesma maneira, temos aliberdade de gauge: qualquer que seja o ampo ψ(~r)),
~A′(~r) = ~A(~r) + ~∇ψ(~r),dá origem ao mesmo ampo magnétio que ~A. De fato

~∇× ~A′ = ~∇× ~A+ ~∇× ~∇ψ = ~B.Importante: ~A′ e ~A são ompletamente equivalentes. Não há distinção físia entreeles. Da mesma maneira que φ e φ′.Obs: O onjunto de transformações de gauge dos poteniais pode ser ampliado. Mesmo que osampos ~E e ~B não dependam do tempo, a rede�nição onjunta
φ′ = φ− ∂tψ(~r, t) ~A′ = ~A+ ~∇ψ(~r, t),não muda as de�nições do ampo elétrio a magnétio, se eles são de�nidos por

~E = −~∇φ− ∂t ~A ~B = ~∇× ~A.Note que a expressão do potenial em termos da integral de ρ 1
∆r

de�ne o potenial para umaondição de gauge espeí�a: no aso de argas loalizadas em uma região "`�nita"', o ampovai a zero no in�nito. Da mesma maneira a expressão na eq. 4.1.5 de�ne o potenial vetor emuma ondição de gauge espeí�a. Para entender melhor, vamos alular a divergênia de doispoteniais vetores relaionados por uma transformação de gauge.3



~∇. ~A′ = ~∇. ~A + ~∇.~∇ψ.Conlusão: o valor da divergênia de um potenial vetor pode ser mudado onforme o gosto dofreguês. Basta ajustar o laplaiano de ψ. Qual é a ondição sobre a divergênia de ~A que estáembutida na equação 4.1.5?
4π

µ0

~∇. ~A =

∫

V

d3r ~J(~r′).(~∇ 1

∆r
) =

∫

V

d3r ~J(~r′).(−~∇′ 1

∆r
)

= −
∫

V

d3r~∇′.( ~J(~r′)
1

∆r
) +

∫

V

d3r
1

∆r
~∇′. ~J(~r′) =

∫

δV

~da.( ~J(~r′)
1

∆r
). (4.1.6)Onde usamos o teorema da divergênia e a onservação da orrente. Em geral, o termo de superfíiese anula, se as fontes são loalizadas em uma região �nita. Resulta

~∇. ~A = 0.A relação entre ~B e ~A não é tão imediata omo a relação entre ~E e φ. Como ~E vem dogradiente de φ a variação de φ em um pequeno intervalo te dá informação sobre a omponente de
~E na direção do intervalo. Quanto a ~B, apliando o teorema de Stokes à equação 4.1.4, vemosque a integral de aminho de ~A em um iruito plano fehado, irulação, dá informação sobre aomponente de ~B ortogonal à superfíie:

~B.n̂ = lim
S→0

1

S

∮

δS

~A.~dl,onde usamos S para simbolizar, por liença poétia, tanto a superfíie, om vetor normal n̂, omoa medida da sua área.4.1.1 ExemplosO álulo de ~A a partir das orrentes é em geral mais laborioso que o álulo de φ a partir dasargas. Mas em alguns asos vale a pena ressaltar as semelhanças. Vamos ver alguns asos?Exemplo 1: �o reto in�nito om orrente Considere um �o ao longo do eixo z portantouma orrente I.
4π

µ0

~A(~r) =

∫ ∞

−∞
dz′I

ẑ

∆r
= I

∫ ∞

−∞
dz′

ẑ√
s2 + (z − z′)2

.Epa, aho que já �zemos essa integral antes! Vamos ompliar um pouo: que tal fazer a integralentre L1 e L2? Pra que ganhar pouo se vamos realizar a integral? Chamando o potenial desteaso de ~AL, vamos alulá-lo no plano z = 0, já que a dependênia em z pode ser resgatada dosvalores dos L,s( imagine uma translação em z′):
~AL =

Iµ0

4π
ẑ

∫ L2

L1

dz′
1√

s2 + z2
=
Iµ0

4π
ẑ

(
sinh−1(

L2

s
)− sinh−1(

L1

s
)

)
,

4



onde s2 = x2+y2, utilizamos a mudança de variáveis z = s sinh(θ), e a função aro-seno-hiperbólioé sinh−1. Bem, omparando om o problema primo deste na eletrostátia, o �o arregado, lembra-mos que lá �zemos uma transformação de gauge, rede�nindo o zero do potenial. Aqui tambémfazemos isso, ~A → ~A + ~∇Ψ, om ψ(~r) = ψ(z) = − Iµ0

4π
z
(
sinh−1(L2

s0
)− sinh−1(L1

s0
)
) e s0 umaonstante.

~AL(~r) =
Iµ0

4π
ẑ

(
sinh−1

(
L2

s

)
− sinh−1

(
L1

s

)
− sinh−1

(
L2

s0

)
+ sinh−1

(
L1

s0

))
. (4.1.7)Calulamos o potenial vetor assoiado a uma "`segmento de �o"' reto �nito∗. Tomando olimite L1 = L2 = ∞, o que somente pode ser feito após a transformação de gauge (veri�que),resulta que o potenial vetor de um �o in�nito é

~A(~r) = −µ0I

2π
ẑ ln (

s

s0
). (4.1.8)Daí, o ampo magnétio, usando a expressão do rotaional em oordenadas ilíndrias, será

~B = ~∇× ~A = −∂Az

∂s
ϕ̂ =

µ0I

2πs
ϕ̂. (4.1.9)O potenial vetor é paralelo ao �o e o ampo magnétio tem suas linhas de ampo fazendo voltasirulares ao redor do �o. Este é o omportamento padrão dos ampos ~A e ~B, que deve fazer partedo seu arsenal intuitivo.Exemplo 2 - Campo de um planoEsse exemplo é teoriamente importante. Um plano de argas uniformemente arregado, densidade

σ no plano xy, é posto em movimento om veloidade onstante, v, na direção x̂. Cria-se umadensidade super�ial de orrentes, ~K = Kx̂ = σv̂. Só temos de alular a omponente Ax, eusamos s2 = x2 + y2:
Ax(z) =

µ0

4π

∫ ∞,∞

−∞,−∞
dx dy

K√
z2 + x2 + y2

=
µ0

2

∫ ∞

0

sds
K√
z2 + s2

="`Peraí"' ! Faz uma transformação de gauge antes de alular o limite a in�nito. Expliando:tomamos a integral de s = 0 até s = S, e depois fazemos S → ∞. Antes, om S �xo, esolhemos
ψ(x) = −xµ0K

2

∫ R

0
( s√

z2
0
+s2

)ds e aresentamos ~∇ψ ao ~A.
AS

x(z) =
µ0

2

∫ S

0

sds(
K√
z2 + s2

− K√
z20 + s2

) =
µ0K

2

(√
s2 + z2 −

√
s2 + z20

)
/S0

=
µ0K

2

(
S

(√
1 +

( z
S

)2
−
√
1 +

(z0
S

)2
)

− |z|+ |z0|
) (4.1.10)Após essa transformação de gauge, tomamos o limite de S indo a in�nito:

∗Há um detalhe importante. A expressão 4.1.7 vale para um ponto no plano xy. A generalização para pontoqualquer do espaço se faz om L2 → L2 − z e −L1 → −L1 − z. A potenial vetor tem divergênia não nula, o quese deve a um �o �nito não respeitar a onservação da orrente5



Ax(z) =
µ0K

2
(|z0| − |z|). (4.1.11)Veja que a transformação de gauge permitiu realizar o limite quando s → ∞. É mais eon�mioesolher z0 = 0. Note que esse álulo é estritamente análogo ao álulo do potenial riado porum plano in�nito uniformemente arregado (Ax → φ; µ0 → 1

ǫ0
; K → σ.)O rotaional de ~A nos dá

~B = −ŷ µ0K

2

|z|
z
.O ampo resultante não depende do módulo da distânia ao plano. O que me hama mais aatenção nesse resultado, é o módulo apareer! Signi�a algo muito importante: A omponentey do ampo magnétio sofre uma desontinuidade ao atravessar o plano z = 0 no qual há umaorrente na direção x̂! Em bom português ( será?):

∆ ~B.(K̂ × n̂) = µ0Kou
n̂×∆ ~B = µ0

~K.Aqui n̂ é o vetor normal à superfíie onde �ui a orrente super�ial ~K. Essa desontinuidade é umfato da vida, do mesmo modo que a desontinuidade da omponente normal de ~E ao atravessarum plano arregado. Ela se deve à propriedade ~∇ × ~B = µ0
~J = µ0Kδ(z), analogamente a

~∇. ~E = 1
ǫ0
ρ = 1

ǫ0
σδ(z).Exemplo 3: espira irular Fig. 4.1.

Figura 4.1: Espira de orrente.Nesse aso é um tanto hato de alular o ~A. Um pouo mais de atenção é neessária. Imagineum írulo de raio R, no plano z = z0, entrado no eixo z e portando argas, densidade linear λ. Eleé posto a girar, veloidade angular w, em torno do seu eixo. Resulta um írulo de orrente, ~I =
λwRêϕ. Podemos alular o potenial vetor no plano xz, sem perda de generalidade. A omponente
Az é identiamente nula e a Ax também se anula por simetria já que pontos do írulo em posiçõesopostas ao plano xz (y ↔ −y) ontribuem om sinais troados. A únia omponente relevante é Ay.Chamando o ângulo azimutal de ϕ temos Iy = I cosϕ, ∆~r = (z− z0)ẑ+ (x−R cosϕ)x̂+R sinϕŷ,

Ay =
µ0

4π

∮
I cosϕRdϕ

∆r
=
µ0I

4π

∫ 2π

0

dϕ cosϕR√
∆z2 +R2 + x2 − 2xR cosϕ

=
µ0

2π
Iξ (4.1.12)6



om ξ =
∫ π

0
R cosϕdϕ√
α2−β cosϕ

, α =
√
∆z2 +R2 + x2 e β = 2xR. A integral pode ser expressa em termosde funções elíptias. Não existe uma expressão omo funções algébrias. O importante é notar que

~A = f(x, z)ŷ, que generalizando para qualquer ponto, e não para pontos exlusivamente no planoxz, resulta ~A = f(s, z)ϕ̂ . Daí se obtém, esolhendo z0 = 0,
~B = −∂f

∂z
r̂ +

1

s

∂(sf)

∂s
ẑ.O limite quando x é muito pequeno pode ser obtido. Expandindo o integrando nesse limite, empotênias de s√

∆z2+R2
, resulta

Aϕ =
µ0I

4

sR2

(z2 +R2)
3

2

.O rotaional fornee, para pontos no eixo z,
~B =

µ0I

2

R2

(z2 +R2)
3

2

ẑ.Como as orreções de ordem mais alta em s√
∆z2+R2

se anulam para pontos ao longo do eixo z. Comalgum trabalho, obtivemos a expressão, exata, do ampo magnétio ao longo do eixo de simetriado írulo.Exemplo: asa esféria uniformemente arregada e girando Esse aso dá um tanto detrabalho mas o resultado �nal é muito importante. Vamos omeçar desrevendo num sistema deoordenadas em que z̃ aponta na direção do eixo em torno do qual a esfera gira, e no qual o pontode observação é esolhido estar no plano ỹ = 0.O ponto de partida será fatiar a esfera ortogonalmente ao eixo de rotação e tomar espirasin�nitesimais, om raios R sin θ̃ e de espessura Rdθ̃. Deste modo Ij → dIj = RKjdθ̃, e IjRdϕ̃ →
R2Kj sin θ̃dθ̃dϕ̃ = R2KjdΩ̃. A expressão do potenial da espira se transforma em
Ai =

µ0

4π

∮
IiRdϕ

∆r
→ Ai =

µ0

4π

∮
dIiRdϕ

∆r
=
µ0

4π

∫ 2π

0

Ki

dΩ̃R2

√
∆z2 +R2 + x2 − 2xR cos ϕ̃

(4.1.13)Agora em vez de ontinuar om esse sistema de oordenadas, esolhemos um sistema em que oeixo z′ aponta na direção do ponto de observação ~r = zẑ′. Nesse sistema temos, hamando de θ oângulo entre o eixo z e a veloidade angular, lembrando que ~K = σ~ω × ~r′,
~ω = (ω sin θ, 0, ω cos θ);~r′ = (R sin θ′ cosϕ′, R sin θ′ sinϕ′, R cos θ′)

~K = (σωR)(− cos θ sin θ′ sinϕ′,− sin θ cos θ′ + cos θ sin θ′ cosϕ′, sin θ sin θ′ sinϕ′)A vantagem é que a raiz no denominador do integrando se torna simplesmente√R2 + r2 − 2rR cos θ′.A integral em dϕ′ aniquila quase todas as ontribuições, lineares em sinϕ′ e em cosϕ′. Somente édiferente de zero a integral, lembrando que dΩ̃ = dΩ,
A2 =

−R3µ0σω sin θ

4π

∫
dΩ′ cos θ′√

R2 + r2 − 2rR cos θ′
=

−µ0R
3σω

2

∫ 1

−1

dµµ√
R2 + r2 − 2rRµ

=
µ0Rσω

6r2
[
(R2 + r2 +Rr)|R− r| − (R2 + r2 − rr)(R + r)

] (4.1.14)7



~A =

{
µ0Rσ

3
~ω × ~r, se r < R,

µ0R
4σ

3r3
~ω × ~r, se r > R.

(4.1.15)O ampo magnétio obtido alulando o rotaional, é uniforme para r < R

~B =

{
2
3
µ0σRωẑ, se r < R,

µ0R
4σ

3r3
(3(~ω.~r)~r − ~ω) , se r > R.

(4.1.16)Esse resultado é muito pareido om o ampo elétrio de uma asa esféria arregada propor-ionalmente a cos θ, não é mesmo? Compare os dois resultados.Exeríio: alule a omponente Bθ e veri�que qual é a sua desontinuidade ao atravessar a su-perfíie esfériaExeríio: Enontre o ampo em pontos exteriores produzido por uma esfera sólida uniformementearregada girante.4.2 Lei de AmpéreSó para lembrar: iniiamos om a lei de Ampére, mas se a houvéssemos esqueido, poderíamosresgatá-la do potenial vetor omo segue.Primeiro um resultado fantástio: ada omponente de ~A satisfaz à Lei eq. Poisson om aomponente da orrente substituindo a densidade de argas. Demonstração? Tome a omponente
Ai e expresse-a

Ai =
µ0

4π

∫
d3r′

Ji
∆r

. (4.2.17)Essa é a mesma expressão do potenial esalar, Ai ↔ φ, em termos de ρ, Ji ↔ ρ, substituindo
ǫ0 ↔ 1

µ0

. Resulta
∇2 ~A = −µ0

~JEssa pode ser hamada de Lei de Ampere diferenial para o potenial vetor.Tomando agora o rotaional:
~∇× ~B = ~∇× (~∇× ~A) = ~∇(~∇. ~A)−∇2 ~A = µ0

~J.Ou, seja, a lei de Ampere. Essa lei pode ser posta em forma integral, assim omo a lei de Gausspode ser diferenial ou integral:
µ0I = µ0

∫

S

~J. ~da =

∫

S

~da.~∇× ~B =

∫

δS

~B.~dl.Observe a analogia:Eletrostátia: Lei de Coulomb <�-> Lei de Gauss ( Formas diferenial ou integral).Magnetostátia: Lei de Biot-Savart<��> Lei de Ampere ( Formas diferenial ou integral).Como assim, Lei de Biot-Savart? De fato a equação 4.2.17 nada mais é que a lei de Biot-Savartesrita em termos do potenial vetor. A lei de Biot-Savart deorre imediatamente dela:8



~B = ~∇× ~A =
µ0

4π
~∇×

∫
dV ′

~J(~r′)

∆r

=
µ0

4π

∫
dV ′ ~∇(

1

∆r
)× ~J(~r′)

=
µ0

4π

∫
d3r′

~J(~r′)× ∆̂r

∆r2
. (4.2.18)Essa última expressão para B expressa a forma usual da lei de Biot-Savart, que pode assumirdiversas outras aparênias:

~B(~r) =
µ0

4π

∫
d3r′

~J(~r′)× ∆̂r

∆r2

=
µ0

4π

∫
da′

~K(~r′)× ∆̂r

∆r2

=
µ0

4π

∫
dl′

~I(~r′)× ∆̂r

∆r2
=
µ0I

4π

∫ ~dl′ × ∆̂r

∆r2
, (4.2.19)onde foi possível fatorar I na última expressão devido à onservação da orrente. A lei de Biot-Savart representa para a magnetostátia o mesmo que a lei de Coulomb representa para a Eletros-tátias.A lei de Biot-Savart também nos mostra um importante aspeto do ampo magnétio: ele nãoé um vetor, mas um pseudo-vetor. Um vetor inverte os valores das suas omponentes quandoinvertemos todos os pontos em relação à origem, ~r → −~r. Ora, tanto ∆~r omo ~J são vetores.Como eles invertem os sentidos, e o ~B é omposto do produto(vetorial) dos dois, ~B não muda.É fáil apliar diretamente a equação de Biot-Savart em alguns asos.Exemplo: Fio in�nito ao longo do eixo z om o ampo alulado iniialmente no ponto (x, y=0,z=0). ~dl′ = dl′ẑ, ∆~r = −z′ẑ + xx̂, ~dl′ ×∆~r = −xŷ, e

By =
µ0I

4π

∫ ∞

−∞

xdz′

(x2 + z′2)
3

2

.A transformação z′ = x sinh θ resolve a parada trivialmente, By =
µoI

2πx
, ou, em todo o espaço,

~B =
µ0I

2πs
êϕ.Espera aí! Novamente �zemos a integral? Melhor fazer para z′ iniiando em L1 e terminando em

L2:
~B(x, y, 0) =

µ0I

4πs

(
−L1√
L2
1 + s2

+
L2√
L2
2 + s2

)
êϕ.O resultado aima orresponde ao rotaional do potenial vetor alulado anteriormente para esseproblema, 4.1.7. 9



Observe que o ampo magnétio para o �o in�nito pode ser obtido ainda por um tereirométodo. Por simetria ~B = êϕB(s). Agora usando a lei de Ampere na forma integral resulta, paraum iruito de integração irular de raio s,
µoI =

∮
~B.~dl =

∫ 2π

0

sB(s) = 2πsB(s),simples, não? Por favor preste a máxima atenção para a forma omo a simetria foi utilizada! Asimetria é usada primeiro, depois a integral é realizada. A integral não determina a forma simplesde B. A simetria ou faz! A vontade que a integral seja trivial não é argumento para que ela o seja!A simetria nesse aso sugere que ~B dê voltas em torno do �o, e não que aponte radialmente omono aso de ~E.Exeríio: Utilize a lei de Biot-Savart (para ~B) para obter o ampo magnétio de uma espirairular em pontos no eixo de simetria.4.3 ResumoO quadro na Fig. 4.2 mostra o onjunto de inter-relações entre os ampos.

Figura 4.2: Quadro resumo Magnetostátia.Compare om o quadro análogo no aso da eletrostátia, Fig. 4.3.4.4 Mais alguns exemplos de apliação da Lei de AmpereObservação: Apliar uidadosamente as ondições de simetria. Notar que o ampo magnétio épseudo-vetor e não vetor. 10



Figura 4.3: Quadro resumo Eletrostátia.Campo de um plano- O plano y = 0 porta densidade super�ial de orrente na direção z,
~K = Kẑ. Por simetria podemos supor ~B = B(y)x̂. Tomando amperiana sendo iruito retangularom lados ompridos de ada lado do plano e os lados urtos atravessando o plano, obtemos
B(0+)− B(0−) = µ0K. A solução mais simples é ~B = µ0Kx̂

y

|y| .Campo de Solenoide in�nito-. Uma asa ilíndria om arga super�ial σ, de raio R, giraom veloidade angular w em torno do seu eixo, ẑ. A orrente super�ial resultante é ~K = σRw.Por simetria, ~B = B(s)ẑ. Esolhendo amperianas retangulares om lados grandes da direção z eurtos na direção radial ilíndria, resulta que B(s) é onstante tanto no interior omo no exteriordo ilindro. A desontinuidade obtida quando um lado da amperiana está em R+ e o outro em R−nos dá que B = µ0Kθ(R − s).Tratamento alternativo para o ampo gerado por um solenoide: Cálulo diretamente do potenialvetor. Já vimos que uma asa ilíndria arregada om σ = σ0 cos θ gera um ampo em todo oespaço desrito omo φ = σ0

2ǫ0
cos θ × f(r) onde f(r) = r para r < 0 e f(r) = R2

r
para r > 0.Ora, o potenial vetor é gerado de maneira análoga ao esalar, substituindo σ por Ki para adaomponente Ai, e ǫ0 por 1/µ0. Basta notar que Kx = −K sin θ = −K cos (π/2− θ) e Ky = K cos θe se obtém então diretamente a expressão do potenial vetor

~A =

{
Kµ0r

2
(sin θx̂− cos θŷ), se r < R,

Kµ0R
2

2r
(sin θx̂− cos θŷ), se r > R.

(4.4.20)Daí se obtém o mesmo ampo magnétio que obtivemos pela lei de Ampere. O potenial vetorfora do ilindro é dado pelo gradiente do ângulo azimutal, ~A = −Kµ0R
2

2
~∇ϕ. Ou seja, é "loal-mente"um ampo "puro gauge", ujo rotaional é nulo. O adjetivo anterior se deve a que a ∮

C
~A.~dlnão se anula se o iruito C envolver o miolo do solenoide em seu interior, mas se anula se oiruito não envolve o solenoide. Veja o efeito Aharonov-Bohm para uma apliação interessante.11



Campo de um ilindro om movimento longitudinal-.Caso pareido om o anterior. Por simetria, ~B = B(s)ϕ̂. Amperianas irulares de raio rentradas no eixo do ilindro. Resulta B(s) = µ0K
s
R
θ(s − R). Repare na desontinuidade, deuma omponente tangenial, em s = R. Note que se pode obter pelo mesmo raioínio aima: aanalogia om o aso elétrio permite obter diretamente a expressão de Az, Az = −µ0K ln(r/R),para r > R, e nulo para r < R.Tratamento alternativo do potenial de uma asa esféria girando- A densidade deorrente é dada por Kϕ = σwR sin θ. Tanto para r < R, omo para r > R o ampo magnétioterá divergênia e rotaional nulos, já que a fonte está em r = R. Portanto podemos de�nir umampo esalar, φ, em ada uma das regiões de modo que ~B = −~∇φ. Trate o φ em ada regiãoomo tratou o ampo esalar, om simetria azimutal e separação de variáveis em oordenadasesférias. Somente mudam as ondições de ontorno em r = R±. Dá para ver que somente oprimeiro polin�mio de Legendre omparee. A ondição de ontorno nova é a desontinuidadeda omponente Bθ, enquanto a omponente normal é ontínua. O álulo de Bθ leva a termoproporional a sin θ que fatora om o mesmo seno presente na densidade de orrente. Fia para oleitor preenher os detalhes.4.5 Força de Lorentz

~F = Q
(
~E + ~V × ~B

)
.Obs: quando realizamos transformação de Lorentz, levando em onta a relatividade, os amposelétrios e magnétios são transformados em onjunto†. Esse argumento sugere ver a força deLorentz omo um onjunto, e não omo forças separadas.Exeríio: Mostre que a a força de Lorentz pode ser esrita omo

Fi = q (Ei + vj(∂iAj − ∂jAi)) .A quantidade Fij ≡ ∂iAj − ∂jAi de�ne um forma alternativa(tensorial) de expressar o ampomagnétio( F ↔ B):
Fij = ǫijkBk e Bi =

1

2
ǫijkFjk.Em forma matriial, F é expresso omo

F =




0 B3 −B2

−B3 0 B1

B2 −B1 0


 . (4.5.21)Há vantagens em usar essa nova notação. ∂iAj depende de gauge, ∂iAj → ∂iAj +∂i∂jΨ, mas Fij éinvariante. Ele é parte do Tensor de Maxwell que possibilita formulação simples da eletrodinâmia.

†Alguns problemas de magnetostátia, omo o �o reto, o plano de orrentes ou mesmo um ilindro om or-rente �uido longitudinalmente, podem ser resolvidos simplesmente fazendo a transformação de Lorentz do asoeletrostátio análogo. 12



As propriedades sob transformações de Lorentz são mais laras, já que ele é( parte de) um tensor,enquanto ~B não é um quadri-vetor e nem exatamente um tri-vetor, mas um pseudo-vetor‡.Provoação: Qual é a desrição lagrangeana da dinâmia da partíula que leva a essa força?Enontre as equações de Euler-Lagrange para o lagrangeano expresso omo
L =

m

2
~̇r2 + q

(
~A(~r).~̇r − φ(~r)

)
=
m

2
ẋiẋi + q (Ai(x)ẋi − φ(x))Obs: Atuando sobre partíulas arregadas em movimento ( e oletâneas delas) o ampo mag-nétio não realiza trabalho.Exemplos:1) Movimento ilotr�nio. Campo magnétio uniforme na direção z. Separe a veloidadeda partíula omo omponentes no plano xy e em z separadamente. QVxyBz = mV 2

xy/R Signi�amovimento irular na projeção no plano xy. Componente x3 = z em movimento uniforme.2) Ciloide. ~E e ~B uniformes om ~E. ~B = 0. Adotamos então Bi = Bδi3, Ei = Eδi1.
Fi = Q(δi1 + ǫijkVjδk3) = Q(Eδi1 +Bǫij3Vj)Não há omponente tereira da força, V3 é onstante. As equações das omponentes x e y sãosimpli�adas esolhendo de�nir w ≡ QB/M e V ≡ E/B ( os nomes dessas onstantes e das demaissão motivadas por análise dimensional). Resulta

ẍ = wv + wẏ; e ÿ = −wẋ.As equações aima �am esritas omo uma únia, quando expressas em termos da variável om-plexa Z = x+ Iy,
Z̈ = w(V − iŻ).O termo wV some om Z → Z ′ = Z + iV t:̈
Z ′ = −iwŻ ′,que tem solução imediata, Ż ′ = e−iwtŻ0. Esrevendo a onstante omplexa Ż0 = −iweiφ0R, eintegrando em relação ao tempo obtemos Z ′ = e−iwt+iφ0R + Z0, onde Z0 é a nova onstante deintegração. Expressando em termos de Z,

Z = e−i(wt−φ0)R + Z0 − iV t.Tomando as partes Real e imaginária, e esrevendo Z0 = x0 + iy0 resulta
x = R cos(φ0 − wt) + x0

y = R sin(φ0 − wt) + y0 − V t ≡ R sin(φ0 − wt) + y0(t). (4.5.22)
‡A onsideração de que o ampo magnétio é um pseudo-vetor está implíita na onstrução dos ampos a partirda simetria dos problemas quando soluionamos problemas om a lei de Ampere. Por exemplo, para um �o in�nitono eixo z, o argumento de ~B ser pseudo-vetor elimina a omponente de B nas direção z13



Agora �ou lara a interpretação: A partíula exeuta movimentos irulares de raio R, no sentidoanti-horário, om veloidade angular w ujo entro, em (x0, y0(t)), se move ao longo de uma retana direção y, om veloidade −V , passando por (x0, y0) no tempo iniial.Força sobre orrentes A partir da força de Lorentz se pode alular qual é a força a que umiruito está sujeito sob a ação de um ampo magnétio, e também o torque. O seguinte diionárioé útil:
Q~V ↔ ~JdV ↔ ~Kda↔ ~Idl = I ~dl.Assim

~F =
∑

i

Qi
~Vi × ~Bi ≡

∫
~J × ~BdV ≡

∫
~K × ~Bda ≡ I

∫
~dl × ~B.Exemplo 1) Um iruito retangular om um lado imerso num ampo uniforme que vai a zeroabruptamente. Fig 4.4.

Figura 4.4: iruito retangular.
~F = I

∮
~dl × ~B =

∫ 2

1

~dl × ~B +

∫ 3

2

~dl × ~B +

∫ 4

3

~dl × ~B =

∫ 3

2

~dl × ~B = −IaBŷProblema: Enontre a força no iruito retangular da �gura 4.5. Faça, alulando na forçabruta a integral em ada treho e depois ompare om o álulo através da identidade válida paraampos uniformes ∫ (~dl × ~B) = (
∫
~dl) × ~B. Qual seria a força se o iruito estivesse totalmenteimerso na região de ampo uniforme?

Figura 4.5: iruito retangular.
14



Figura 4.6: Força em �os paralelos.Exemplo 2) Força, por unidade de omprimento, entre �os in�nitos paralelos: Força exeridapor (1) em (2):
~B(~r2) = ẑ

µ0I1
2πd

portanto ~f2 = −ŷ µ0I1I2
2πd

,sentido atrativo se I1I2 > 0.Problema: enontre a força que um �o exere em um iruito retangular om dois lados paralelosao �o. Considere o aso partiular de iruito e �o oplanares e depois o aso mais geral. Enontretambém o torque.Problema: enontre a força por unidade de área que um plano de orrentes exere em outro.Considere as orrentes e os planos paralelos.Disussão: Tereira lei de Newton e iruitos.4.5.1 Interpretação do Potenial VetorVimos que o potenial esalar tem um interpretação simples: qδφ representa a variação da energiade uma partíula teste ao mover-se sob a ação do ampo elétrio. Desrita em termos de variação,a interpretação físia é invariante de gauge: não muda se uma onstante for aresentada ao ampoesalar. A questão que disutiremos suintamente agora é se existe interpretação análoga para opotenial vetor na magnetostátia.Considere iniialmente o aso do plano z = 0 portando orrente super�ial uniforme ~K = Kêx.Já vimos que o potenial pode ser esrito omo ~A(~r) = −µ0K

2
|z|êx resultando em ~B = −µ0K

2
z
|z| êy.Considere agora que uma arga teste seja transportada desde um ponto ~r1 até ~r2(om z1 < z2),ambos no semi-espaço superior, ao longo de uma reta paralela o eixo z om veloidade onstante.A força magnétia exere um impulso sobre a partíula que pode ser alulado omo

~IB = q~v × ~B∆t =
qvµ0K

2
êx∆t =

qµ0K

2
êx∆z = −q∆ ~A. Esse resultado persiste mesmo se o movimento oorre om veloidade variável, o que sugere aassoiação do potenial vetor om o impulso.Essa interpretação pode ser testada em aso mais geral. Preisamos, porém, de uma expressãoinvariante de gauge, já que ~A muda quando se faz uma transformação de gauge. Para generalizara expressão, anterior, a esrevemos em omponentes:

(IB)i =?− q∆Ai = −q
∫ 2

1

(~dl.~∇)Ai = −q
∫ 2

1

dxj∂jAi15



. A di�uldade é que ∂jAi não é invariante de gauge, e o lado esquerdo representa uma quantidadefísia, o impulso transmitido pela força magnétia à partíula, não podendo variar quando se fazuma transformação de gauge. Observe porém que ∂iAj − ∂jAi = ǫijkBk é um invariante de gauge.Isso sugere que devemos testar a relação:
(IB)i =?q

∫ 2

1

dxj (∂iAj − ∂jAi) .Lembrando que dxj = vjdt vemos que, de fato,
q

∫ 2

1

dxj (∂iAj − ∂jAi) = q

∫ 2

1

dtvj (∂iAj − ∂jAi) = q

∫ 2

1

dtvjǫijkBk =

=

∫ 2

1

dtǫijkqvjBk =

∫
dt(~v × ~B)i =

∫
dtFMag.,i. Estabeleemos então que, no aso geral, o impulso se expressa omo

IMag.,i = ∫ dtFMag.,i = q

∫ 2

1

dxj(∂iAj − ∂jAi).Nos asos em que a primeira parela não ontribui, omo vimos aonteer quando do plano disutidoaima, a variação de ~A é, essenialmente, o impulso por unidade de arga.4.6 Expansão em multipolosA expansão em multipolos do ampo magnétio pode ser obtida repetindo o proesso feito no asoda eletrostátia. Novamente supomos a fonte( orrente nesse aso) on�nada a uma região, r < Re o ampo a ser alulado fora da região, r > R

~A(~r) =
µ0

4π

∫
dV ′

~J(~r′)

∆r
=
µ0

4π

∫
dV ′ ~J(~r′)

∞∑

n=0

(
r′

r

)n

Pn(cos(θ))

=
µ0

4π

[
1

r

∫
dV ′ ~J(~r′) +

1

r2

∫
dV ′ ~J(~r′)(~r′.r̂)

+
1

r3

∫
dV ′ ~J(~r′)(−1

8
)(3(~r′.r̂)2 − r′2) + ...

] (4.6.23)
=

[
~Amonopolo + ~Adipolo + ~Aquadrupolo + ...

] (4.6.24)Desritos dessa maneira a expressões não são muito fáeis de entender. Vamos reesrever adatermo.1) Termo de monopolo. Aqui há uma grande diferença: O primeiro termo é nulo, ou seja, nãohá monopolo magnétio. 16



∫
JidV =

∫
JjδijdV =

∫
Jj∂jxidV =

∫
[∂j(Jjxi)− xi(∂jJj)] dV (4.6.25)

= −
∫

V

[xi(∂jJj)] dV +

∫

δV

(Jjxi) daj = 0, (4.6.26)já que a orrente se onserva, ∂jJj = 0, e é loalizada, portanto o termo obtido pelo teorema dadivergênia é nulo.Do mesmo modo, usando o truque δij = ∂ixj , podemos reesrever o termo de dipolo repetindoo uso do teorema de divergênia e da onservação da orrente,
∫
dV xkJi =

∫
dV xkJj∂jxi =

∫
dV (

������

∂j(xkJjxi) − xi∂j(xkJj)) (4.6.27)
= −

∫
dV xi

[
(∂jxk)Jj +

�
�

��(∂jJj)xk
]
= −

∫
dV xiJk. (4.6.28)Essa identidade pode ser interpretada de maneira simples: após a integração em dV ′, aexpressão x′iJj(~r

′) se omporta omo um símbolo antissimétrio nos índies ij. Traduzindo emsímbolos:
x′iJj(~r

′) ≈ −x′jJi(~r′) ≈
1

2
(x′iJj(~r

′)− x′jJi(~r
′)),onde ≈ signi�a uma relação de equivalênia após a integração. Conlusão importante sobre otermo de dipolo magnétio: ~Adipolo é ortogonal a ~r. De fato se quisermos alular ~Adipolo.~r,teremos de obter a integral em d3r′ de riJi(~r′)rjr′j = (rirj)(Jir

′
j). Mas, o primeiro fator é simétrio,enquanto o último é antissimétrio sob integração ( após integrado). Como a soma em ambos osíndies ( ontração) de um símbolo simétrio om um antissimétrio é identiamente nula, resultaa ortogonalidade prourada. Por ser ortogonal a ~r, deve ser possível então esrever o ~Adipoloomo o produto vetorial de ~r por outro termo. De fato, no álulo do potenial vetor de dipolo,preisamos integrar Ji(~r′)r′jrj em d3r′. Mas ( ≈ signi�a equivalentes sob integração):

(r′jJi) ≈
1

2
(r′jJi − r′iJj) =

1

2
r′mJn(δinδjm − δimδjn) =

1

2
r′mJnǫijkǫnmk = −1

2
ǫijk(~r

′ × ~J)k,Portanto
rj(r

′
jJi) ≈

−1

2
rjǫijk(~r

′ × ~J)k =
1

2
((~r′ × ~J)× ~r)i.Resulta então

~Adipolo =
µ0

4πr2
~m× r̂, (4.6.29)om

~m =
1

2

∫
dV ′~r′ × ~J(~r′) (4.6.30)sendo hamado o momento de dipolo magnétio. §

§Na verdade o argumento é bem geral. Dado um vetor qualquer, ~m, om omponentes mi podemos assoiar aele, sempre, um símbolo antissimétrio ( tensor) m̃, om omponentes m̃ij ≡ ǫijkmk. Daí obtemos, pelo produto17



O álulo do rotaional deste potenial pode ser feito imediatamente usando novamente a regrapara ontração simples de duas ǫ′s resultando em
~Bdipolo =

µ0

4π

(
3r̂(r̂. ~m)− ~m

r3

)
.Mutatis-mutantis, é a mesma expressão enontrada na eletrostátia. Compare! Será que faltaalguma oisa? De fato, por razões análogas a expressão deve ser orrigida( veremos isso maistarde):

~Bdipolo =
µ0

4π

(
3r̂(r̂. ~m)− ~m

r3
+

8π~m

3
δ(~r)

)
.O momento de dipolo magnétio de um iruito fehado ( ~JdV ′ → Id~l′) tem uma interpretaçãosimples

~m =
I

2

∫

C

~r × d~r = I ~S.Aqui ~S tem uma interpretação geométria: é a área vetorial da superfíie que tem C omo borda.No aso de iruito planar a área vetorial tem por módulo a área da superfíie interior ao iruito,e aponta na direção normal, om sentido dado pela regra da mão direita. Como não há monopolomagnétio, esperamos que o momento de dipolo não dependa da origem. Lembra-se do argumentoanálogo na eletrostátia? De fato, uma mudança de origem muda ~r por um vetor onstante, ~D, e∮
~D × d~r = ~D ×

∮
d~r = 0.Problema: demonstre que o momento de dipolo não depende da origem no aso geral de umadensidade de orrentes volumétria.Do mesmo modo que no aso elétrio, podemos falar de um dipolo pontual, basta tomar a áreado iruito indo a zero ao mesmo tempo em que o seu produto pela orrente é onstante.Problema: Para uma arga pontual o momento de dipolo magnétio é q~r× ~V . Mostre que parauma oletânea de argas pontuais om a mesma relação arga massa se enontra ~m ∝ ~L, onde ~Lé o momento angular do sistema de argas, e enontre a onstante de proporionalidade.Problema: Uma orrente I �ui ao longo das arestas de um dos triedros de um paralelepípedo,Fig. 4.7. Enontre o momento de dipolo magnétio e desreva o ampo magnétio longe do para-lelepípedo.A noção de momento de dipolo é extremamente importante. Do ponto de vista prátio, paradesrever o ampo magnétio enontrado em diversos tipos de materiais, entender a relação entrede duas ǫ,s, mk =

1

2
ǫkijm̃ij . Assim, usar ~m ou m̃ é ompletamente equivalente. No aso do momento de dipolomagnétio, a de�nição mais direta à qual hegamos foi dada na realidade por

m̃ij =
1

2

∫
dV ′

(
x′
iJj − x′

jJi
)
,e não diretamente por 4.6.30, de tal forma que

A
i dipolo =

µ0

4πr3
rjm̃ji,que é equivalente a 4.6.29. O vetor momento de dipolo, ~m é então derivado, a partir dessa de�nição usando mi =

1

2
ǫijkm̃jk. Mais uma observação: a orrespondênia mais preisamente é pseudo-vetor↔tensor e vetor↔pseudo-tensor. 18



Figura 4.7: Ciruito não planoo ampo apliado e os dipolos magnétios induzidos é essenial. De um ponto de vista da desriçãodas partíulas elementares, se observa que o elétron apresenta um momento de dipolo magnétiointrínseo, assoiado ao spin. Apesar de ser útil visualizar o spin, que é momento angular, e oseu momento de dipolo magnétio assoiado, omo devidos à rotação do elétron em torno de simesmo, ao �nal de tudo temos que o spin é uma nova variável dinâmia, que tem um desriçãofundamentalmente quântia. Meu ponto de vista é esse: o ampo magnétio tem origem emmovimentos de argas e em spin's.
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